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SUR LA SOMME BES COEFFICIENTS D’UNE SftRTE 
DE TAYLOR.

PAR

C. HANSEN.

L’objet de cette étude est de chercher une limite supérieure 
pour la somme des coefficients d’une série de Taylor. 

Soit f(s) une fonction analytique, qui admette le développement

lorsque |s|< 1. Pour le coefficient cn du terme général on 
aura l’expression classique

2 7T¿ Jsn + 1 ds,

où le chemin d’intégration sera par exemple une circonférence 
ayant l’origine pour centre et dont le rayon p sera inférieur 
à l’unité. Posons s = p eiG et désignons par Mp le module 
maximum de f(s) pour | s | = p, on a alors

Ie»! (1)
et, par suite,

Uo + --- + c»l<fz^^- (2)

1 p
Cette limite supérieure est ordinairement sans valeur, parce 

qu’elle est trop grande. Choisissons comme quantité p une 
fonction de n telle que la limite de — pour n = ce ait une 
valeur finie et déterminée. Posons par exemple p = 1 — -, 
ce qui donne Lim -^ = <?; le second membre de l’expression 
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214 G. Hansen.

(2) sera n fois plus grand que celui de l’expression (1). Les 
fonctions les plus élémentaires montrent que les limites (1) et 
(2) sont trop grandes; ordinairement la limite supérieure (1) 
se trouvera être si grande, qu’elle représentera en même 
temps une limite supérieure de la somme | c0 4- • • • -¡- cn |. 
Prenons par exemple la fonction

00

n = 1 ]
on a alors Mp = |Z(1—/>)[, et, si l’on pose = 1 —- , on 
aura, en vertu de l’inégalité (1)

n 7 cn ----- — e n,n n—1 ’
mais il est bien connu que cette limite supérieure sera 
également une limite de la somme 1 + ÿ + • • • + - .

La note présente comprend deux chapitres. Dans le 
premier, nous allons établir, pour une classe étendue de 
fonctions analytiques, une limite supérieure pour le module 
de la somme des coefficients en question, limite qui sera 
beaucoup plus exacte que la limite (2); nous arriverons au 
résultat,

I Co 4~ ' ’ ' “h I < & — ,

où k désigne une quantité finie, inférieure à 3,84. Le second 
chapitre contient des applications du théorème établi à quelques 
fonctions, pour lesquelles on connaît l’ordre de grandeur de 
la somme c0 + • • • + cn Par rapport à n et qui montrent 
ainsi la précision du théorème.

Chapitre I.
La somme des n 1 premiers coefficients d’une série 

de Taylor.
§ 1. Soit f (s) une fonction analytique de la variable complexe 
s, qui admet le développement

00

/■(«) = cnsn
n = 0
o

(1)



Sur la somme des coefficients d’une série de Taylor. 215

pour des valeurs de s dont les modules restent inférieurs à 
l’unité. Posons pour abréger

on a alors

p = n

p = 0

Remplaçons s par peW et désignons la partie réelle de 
f(peiff) par A(p, 0) ou par A, la partie imaginaire par 
B(p, 0) ou par B, posons en outre Cn = an-\-ifin, où a et 
fi sont réels, on a alors

J. +
1 — p cos 0 — ip sin 1)

d’où l’on tire les deux équations

OO

aneosn0 — ßnsmnß)
A ( 1 — p cos 0) — Bp sin 0 

1 — 2 cos 0 + />2

et

B(1 — ¿ocostf) -J- yl^sinö
1 —2^cos^4-j02

Ces deux équations montrent qu’on a

fin
— 1 ç27: A ( 1 — p cos 0) — BpsmØ 
" pn\} 1 —°hpC,OSØ 4" p2 sinnØdØ,

n>l (2) 

w > 1. (3)

Dans ces formules la quantité p a une valeur positive 
quelconque plus petite que l’unité.
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216 G. Hansen.

et
oc

n = 0

d(p,g) + A(p,-ti) = 1^,

(4)

n — 0

Transformons les intégrales (2) et (3) en deux autres entre 
les limites 0 et n en remplaçant 0 par 2 tt— 0. ce qui donne

d’où il suit que

En posant cn — an-\-ibni où an et bn sont réels, on tire 
de l’équation (1)

1pn (bncosn0 4- ansin?¿0),

— B(p,— 0) = 2 ' pn a nsinn 0 — B2.

00

>n {an cos n 0 — bn sin n 0)

n = 0
oc

! 'pn bn cos n 0 = 2 B1 ;
n = 0

oo

JM

2 — z?cos0)-L josin#
)0 1 — 2^0 cos 0 + p2 sin nødø &

sinnØclØ. (6)

§ 2. Il s’agit maintenant de comparer le module du 
coefficient Cn — an-\-ifin au module maximum de la 
fonction f(s) sur le cercle |s| = p. Considérons d’abord 
l’intégrale (5) que nous partagerons en deux autres de la 
manière suivante

(7)



Sur la somme des coefficients d’une série de Taylor. 217

où

et A

2 B2 • (1 — yocos#) 
)0 1 P C0S “H P2

sïnnddâ

2 sin# sinn# ,
7cpn~1 jol — 2iocos#4— p2

On obtient tout de suite une limite supérieure pour | Ix 
en observant que

2 f* 1 —¿>cos#
I A I < M(ßZ)p Jo 1 — VpCOSp ~[-p2 ’

désignant le maximum du module de B2 sur le cercle 
H = p.

Or
C~ 1 — p cos# 
Jo 1— 2yO COS O +yO2

l+arctg(l±£tg !)]’.=

de sorte qu’on a
[7J<^(B2)/,. (8)

Pour obtenir une limite supérieure pour j I21 nous allons 
partager cette intégrale en deux autres I3 et I4 de telle sorte que

et

T 2 c^i sin# sinn 6 ¿
3 = X l-2/)Cos# + z>2
T 2 c" sin#sinn# a 

4 = —2yOcos#4-^2

où #4 est déterminé par l’équation

o<^<| •

Quant à l’intégrale I3, on a
sin # d #

1 — Qpcosf) 4- p2
où M^A^p désigne le module maximum de A1 pour |s| = p.

Or
sin###

Jo 1 — 2/? COS #4“ ¿O2
¿2

D. K. D. VID. SELSK. OVEES. 1912. 5 15



218 C. Hansen.

et, par suite,

(9)

Examinons

dO ;

d6 ,

2

qui nous conduit à comparer l’intégrale Z4

h

où 02 est déterminé par 1’
. 0.

sin~f

[(1 — jo)2 + 4/>sin2f] 

4(1 —/>)sin2f — (1 — py
\d0 ,2 fl

7| ffjO"-

Z7 = ( A. coss sin«#-----¿r—
2 sinf[(l-py H-^sin 

équation
1 _____ 7T

= 2 44 P ' 9 ^2 <~- û) •

sinf [(l — ^)2 +4/7sin2 f]

change de signe, quand sin | dépasse la valeur ~ }T^+ô, c’est 
pourquoi nous partagerons l’intégrale en deux autres 76 et 7T, 
telles que

, °- a (1—#)2~ "H1 -/>)sin2iI = — \ ¿Qcos^sinn# —-
2 sin f

1^3 I < •

Considérons alors l’intégrale Z4. La fraction
sin #sinn#

1 — 2/7 cos 0 + p2
qui figure sous le signe $ prend pour p = 1 la valeur 
cos sinn#
__J____ _ ce

2 sin "2
à la suivante

i /»7T A, cosisinn#
= - 1 \ -------dO.

vpn 1 .+ sinf 

la différence Z4 — I3. On a
# . />)sin2 f — o -#)2
2 sinqjl-^ + ^sin^ 

. #1 1 —p
S1 2 ~ 2^ •

La fraction
4(1 — /7)sin2 f — (1 —/7)2 

Quant à l’intégrale 76 on a

A
(1 -/>)2~4(1 -p)sin2f d d 

sin| [(1 — py +4/? sin2 f J

G



Sur la somme des coefficients d'une série de Taylor. 219

Or
0 (1 — pY — 4(1 —/>)sin2|
2sinf[(l—/>)2 + 4/)sin2^] (1 — p)2 + 4^o sin2

- + + 
P P

et, par suite,
\I, I < [(; - l)i(l -/>) + - + l2 MiAJp (10)

■ P P .
De la même manière on aura

7,|< M(A,)P

c’est à dire que

-2/sinf+h
2 p

(1 -p)2 +4^ sin21
7T

IAI< -/(l-f-^o)— 2/2— (-—1)7(1—/>) (11)
-P P

On a donc
■9 72 ’

\I6 \ + \I7\< -7(1 -f-/?) —2/2 4-------^lp M{Aß)p , (12)
P P

ce qui entraine, par rapport à l’intégrale Z4 ,

I Al < npn-i " A1 +/>) ~ 2/2 4- — + //> MÇA^p 4~ | A I (13)

En substituant les limites supérieures (8), (9) et (13) dans 
l’équation (7) on a

«J<Am(B2)p + A\m2 + ZI(1+p)-2p12 + pIp]m(A1)p + \I;P (14) 
pn 7Tp"' L

Pour \ßn\ on aura une limite supérieure analogue en rem­
plaçant B2 par A2 et Ar par ßx.

§ 3. Il nous reste à étudier l’intégrale I-. Cette intégrale 
offre des difficultés essentielles. Pour toutes les autres 
intégrales, que nous avons considérées, nous avons obtenu 
des limites supérieures de la forme

7 15*



220 C. Hansen.

où c est une constante et Mp désigne le module maximum 
de f(s) pour |s| = p. Mais à moins de faire une hypothèse 
relative à la fonction f(s) on n’aura pas un résultat analogue 
pour l’intégrale Z5. On voit aisément que

et si l’on pose p = 1 — , on obtient

. j , 2Z2>¿ ..
I 5I < 7cpn-1

d’où résulte, en tenant compte des résultats déjà obtenus, 
une limite supérieure de la forme

i i K\an \ <■ G ' —Mp
!

valable pour une série de Taylor quelconque; mais cette 
limite supérieure est trop grande pour être utilisée dans la 
théorie des nombres. Il faut se débarrasser du facteur Zn, 
qui se trouve au second membre de l’inégalité. Or pour 
faire cela il faut faire une hypothèse relative à la fonction f(s).

Tout d’abord nous allons fixer p en posant
11 ZZp — 1----- et par suite sin =' n 2

2 n\ 1 — -
F n

Sur la fonction qui est une fonction de p et de ZZ, 
nous allons supposer dans ce paragraphe, qu’elle reste 
positive et va toujours en décroissant, quand ZZ 
varie de à n. On peut alors appliquer le second théorème 
de la moyenne, ce qui donne

1
^5

COS f*

et à fortiori

(^<e<*)

Wi)? 
7C pn~l

2

8



Sur la somme des coefficients d’une série de Taylor. 221

c’est à dire que

|/9n|, la limite supérieure

Al<

L’inégalité (14) du paragraphe précédent conduit donc 
dans l’hypothèse admise pour Ax à la limite suivante de |an|

¡«ni —■ 4/(B9)o -J- ——11 pn v 1 7C pn 4/>+2Z2¿-2Z(l+j0)-2jO/2+/>Z/> M^AJp,

P-xA
1 n

En faisant la même hypothèse relativement à la fonction
B1 on aura, pour

\3n\ < — M(AAP+~1 pn v 2)P ' npn

§ 4. Pour arriver aux résultats précédents nous avons 
fait, sur les fonctions At et Bv une hypothèse qui a été 
essentielle et dont il faut se débarrasser à cause des appli­
cations que nous allons faire à la théorie des nombres. La 
plupart des fonctions qu’il nous faut considérer ne jouissent 
pas de la propriété d’avoir une partie réelle ou imaginaire 
allant toujors en décroissant ou en croissant quand 0 varie 
de à 7t; on trouvera au contraire des fonctions pour 
lesquelles le nombre de maxima et de minima sur le cercle 
|s| == p croît à l’infini, quand on fait tendre p vers l’infini. 
Mais elles jouissent d’une autre propriété, beaucoup plus 
générale que celle qu’exprimait l’hypothèse du paragraphe 
précédent, et qui nous conduira au même résultat. L’hypothèse 
que nous admettons à présent est la suivante: Tous les 
coefficients du développement en série de Taylor 
de la fonction f(s) sont réels et positifs. Quant à p 
nous posons p = 1 — où k désigne un nombre positif au 
moins égal à l’unité.

Pour comparer la quantité an au module maximum de 
/'(s) nous considérons l’intégrale 12 :

9
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Voici la

2 sin 3
dB.

trois parties

—

OÙ

I9 = -

0

4-^8 sin| J

d 3,

■ 02 1 1/T“siny = 2 ÿl~ p-

cos^

sinf

2
= —n pn

et faisons la différence entre cette intégrale et l’intégrale

'~yl. cos f sin n 6 
2 d3.a = —-M

7rpn~1 \
•-o

COS f 2 sin 3 1
sin| 1 — 2^0 cos 3-\- p-J

1 de,

différence :

—-—y \ A, sin n 3 Tcp1'-1} 1
•'’o

Nous partageons le chemin d’intégration en
en posant

12-I*

I7 est l’intégrale designée par la même lettre au § 2.
Considérons d’abord l’intégrale Z9. Lorsque 3 varie de 

0 à le signe de sinn# est positif. La quantité

cos f 

sinf
2 sin 3

1 — 2/> cos 3 p2

reste également positive, et l’on a par conséquent:

10



Sur la somme des coefficients d’une série de Taylor. 223

2 sin2 0

et que

2 sin2 0

1 TC----- (1—o) sin - .
Z7 n.)

1

et

7t
n

TC cos —n

Aol <^1)/, Zsin

v0

Un calcul élémentaire montre que

-id(l —/>)2 + 4/> sin2

7 . „ 7T .4M2
— I sm2^)— < / —y- 2n Te2

i ■ 7r

4- sin- n

2É 1
2 P

1-- p2 TC
2p2 n

ce qui donne

arcM'i
1

En y posant p = 1 — on a

< M(AJP\^kn 
Or

\ 2 cos2 — d0 = —1 2 n

2 12 = —= on aura
- 2 Vkn

2 n)

Quant à l’intégrale I10 on a (voir §2)

Or sin n0 < n sin 0, d’où il suit que
7T

12.1 < (2cos’ |dt).

l^l-ÿpcosl+p^Sl^+Hi+pkV),

et par suite

11

arctg TC 1 • TC z-ip\--------sin - . (16) n p n\ x '
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ce qui peut s’écrire

l O’+py+S7z(i+'oí:’r2)
En posant p = 1 £ 

kn dans la limite supérieure pour |Z7
(voir l’inégalité (11)) on aura

et à fortiori
HM -\-lkn 

knp
En ajoutant les inégalités (16), (17) et (18) on a

(18)

“^9 i -^"1 0 “1“ -^7 I < arctg (to(l +,,) tg^j

OÙ

c = — l

+K1+i¿)+¿Z(1+42,r2) - sfe +'c]
2/2 1 -¡- p 7T 1 . 7T . 3tT

1 knp Qp knp kp$m n 1 Qkpn

(19)

On voit aisément que la quantité c est négative quelle que 
soit la valeur de &>1, lorsque n est suffisamment grande; 
il suffit de supposer n > 10 k, car

TT2 \ I 2/2 3tT 7T2 TT4
Vin2) 'knp 1 2 knp < 12 n2 1 2 • 122«4

1 L p 77 1 . 77 2 77 77 3——— •------- ----- sin — ---------- --------2p knp kp n knp 6kpn3 '
d’où il suit que

7T2 , 71-3 | 7T4 6’1 “7r
C 12 n2 ‘ Okp n3 ' 2 • 122w4 ' knp knp

7T2 , TT3 . 7T4 0,18
12 n2 ‘ 60 pn2 ' 28800n2 knp

10 0,18 O,oi
6n • 10k kn < kn ‘

6,1 

knp

12
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On a en outre
TT

< kn.kn

où

5. Il

1
d d

1
.71—1

13

7ipn

C'1 At cos^d sin n 0 
t\ -------- 7^-r-------- dO.

t/n

E,

sin(2n—1)#
sin d d3

où °0
A (p, 2 0) = pnan cos 2 n d.

j ==__ 1__ __________
8 Sin^

nous reste alors à étudier l’intégrale J8 dans l’hy- 
oo

pothèse, faite sur f(s) = cnsn, que tous les coefficients cn sont 
n= 0

réels et positifs. En admettant cette hypothèse on a Ax == A 
(voir l’équation (4)). L’intégrale I8 peut s’écrire sous la forme 

7T
Í*2 2 cos d sin 2 n dî \ A (/> ,2 d) sjn g
vo

(4 

.______1-10
8/i2 80

En vertu de ces résultats nous pouvons conclure de l’inégalité 
(19) que

lA+Ao+AK Ù/ arctgfaH 

+ J2L1 ■
knp v 7 %kpn

p — n^.l0k’

ce qui entraîne par rapport à l’intégrale I2 (voir l’équation (15)) 

„ 1 2arctgfc7T /___ 1_\
kp2 \ ' k2n2)
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Nous posons

où

I sin 611

sin 0
1

7lpn

* V
P2 cos2/>0 sin (2 w-{-1)0 

y——sct------------------

7T X
f*2 ^oPíipCos272 0sin(2n —1)0
\ ------------Ct---------------- d 6.

•A)

1
7tpn~l

sin 0

sin 0

sin 0

00

sin 0
p = o 'o

Or

sin 0

14

et par suite
00

On trouve facilement les valeurs de ces deux intégrales. 
Prenons l’intégrale Iir.

n — 2/> — 1) 0
00

00 =

0 ^joPapsm(2n-4-2p4-1)0
\ —---------- --------------------- d6

p = 0

/ = __ 1—
11 2 Tip M—1

v0
7T 00 

f* ¿pPap sin (2 
_I____!___ \ ^2

2^’1 Jo
co

p = o
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et

sin B

ce

sin B

p<=ii

p = n+lp = 0

p — 0

et,

On a donc

et,

(21)

p = o

p — n

p=n + l
ce

p = 0 

de même,

1

puisque tous
sommes, qui figurent entre parenthèses, sont inférieures à la 

00

somme ppdp, c’est-à-dire inférieures à M(A)p, d’où il suit que 
p=0

P^Chp
p = 0

1

(p=n p=n—l ,

p = 0 p=0 '
les coefficients ap sont positifs, les deux

1

sin B

li<A=iM(A)P.

On a donc, en vertu de l’inégalité (20)

— 2 PPaP 'PPapi

ce qui entraîne
00

P"ap+prap

CO

p = n

p = n00

1(1

2 arctg&7r , 1 1 . 1 \
7tkp2 [

1 M(A)p.

Maintenant nous sommes arrivés au résultat que nous nous 
étions proposé d’établir. En vertu des expressions (7), (8) 
et (22) on a

15



228 C. Hansen.

>71 — 1 7T

M(Á)p (23)

>77—1 1 — (24)n

1 2arctgk7r , 1 
Tlkp* ^TT \ +

+ ^rZ(1+Ä;2’'2)_ä^

où A et B désignent la partie réelle et imaginaire de la fonc­
tion /’(s) sur le cercle |s[ = 1 — «>10¿.

Si l’on pose k = 1 dans l’expression (23) on aura la limite 
supérieure

Un calcul numérique de la quantité mise entre crochets 
montre qu’elle est inférieure à 1,84 pour w> 1000; elle prend 

2 1 / 1 \pour p = 1 la valeur 1 —— arctg 7r —— Z ( 1 —}—qui est 7T TZ \ 7T“ /
plus petite que 1,838. On a ainsi

»> 1000. (25)

En désignant par Alp le module maximum de f (s), pour 
|s| = />, on a

M(B)P < Alp et M(A~)p = Mp,
et, en substituant dans l’inégalité (25):

q ci I
P - 1_ «’ <26)

Suivant l’hypothèse, faite sur ^(s), d’après laquelle tous les 
coefficients du développement en série de Taylor sont positifs, 
f(s) obtient son module maximum sur le cercle js| = p pour 
s = p- on peut alors écrire Mp = f(p), et l’inégalité (2G) 
peut s’énoncer sous la forme du théorème suivant.

La somme an des n 1 premiers coefficients de
CO

la série /*(s) = a„sn, supposée convergente pour 
n = 0

i s j <c 1 et dont tous lescoefficients sontréels et posi­
tifs, est inférieure au produit 

^.f(p)

16



Sur la somme des coefficients d’une série de Taylor. 229

où p = 1 — et c désigne une quantité finie, qui 
pour n>1000 est plus petite que 3,84.

Cette limite supérieure obtenue pour la somme an rappelle 
beaucoup celle de Cauchy pour un seul coefficient an.

§ 6. On peut se demander si l’hypothèse faite sur f(s) 
que tous les coefficients du développement /*($) = JPansn 
sont positifs, — si cette hypothèse, disons-nous, est nécessaire 
pour obtenir le théorème exprimé dans l’inégalité (26). Nous 
n’allons pas approfondir ce problème dont la solution offrira 
sans doute des difficultés très grandes; remarquons seulement 
que l’hypothèse en question est faite pour nous permettre de 
tirer la conclusion suivante:

<>/>,

Il va sans dire que cette inégalité peut avoir lieu dans 
des cas où les coefficients ap ne sont pas tous positifs; pour 
le voir, on n’a qu’à considérer les cas où tous les coefficients 
sont réels et de signes alternés. Dans une note entitulée: 
Sur la somme des n premiers coefficients d’une série de Taylor 
(Comptes Rendus, t. 148, 1909) nous avons énoncé le théorème 
en question en toute généralité, ce qui probablement n’est 
pas exact.

Chapitre II.
Applications à la théorie des nombres.

§ 7. Exemple 1. Comme première application des résul­
tats précédents nous allons chercher une limite supérieure 

p = n
pour la somme^ -. La fonction analytique que nous avons 

à considérer est
1 e 2 o 3

f (s) = ¿ p“,, = s + pp + pp + • • • •

17
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1

et
ta—1n—1

ZÄJM, (27)

Posons 
résultat :

n—1
kn—1

<

2arctgfør 
itk p2

En posant s = pe^ on a

A ¡ iB = l~:1 — p cos 6 — ip sin 6
1, 1 i . , ösin#
2 1 — Qpcostí —p2 1 zaic° 1 —^costf’

- < 1,0021 In + 10,07, n > 10P
p=i

§ 9. Comme seconde application nous allons chercher une 
limite supérieure pour la somme

T(l)4-T(2)+

où T(k) désigne le nombre des diviseurs du nombre entier 
positif k. Cette fonction est liée à la série de Lambert L(s).

_1
pn~x

d’où il suit, en vertu de l’expression (23),
L- , b—

où k désigne un nombre positif au moins égal à 1. 
par exemple k = 103; l’inégalité (24) donne alors le 

p = n
1
p

et, par suite, 
JU(A)fl = lA-,

Employons pour an la limite supérieure (23). 
On a, pour p = 1 —

nzb k_ 
ekn~x<z Ve,

18
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CO

i(s) |s|<1-
n = 1

On a en effet
CO

L(s) = ' T(n)sn.

n = 1
Pour des valeurs réelles positives de s, on a l’expression1

T  8 L oC sin y Is dy
1 — s Is — 2s§cosyZs-)-s3

Cette fois nous faisons usage de la limite supérieure (26)

3,84 .1
a?i <C----- Aip, p = 1------- -.pn r r n

Pour évaluer MP on pose s = 1 — dans l’équation (28).
Au second membre de cette équation se trouvent trois termes 
dont le premier prend pour s = 1 —-la valeur n — 1 et le 

n . 1troisième pour n = oc croît à l’infini comme la fonction \ 

c’est-à-dire comme n. Le second terme croît à l’infini pour 
n = co comme nln, car

1 Voir le mémoire de l’auteur: Recherches sur les singularités de cer­
taines séries spéciales sur leur cercle de convergence. Mémoires de 
l’Académie Royale des Sciences et des Lettres de Danemark, 7me série, 
section des sciences t. VI n° 1.

19
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c’est-à-dire que, pour n — œ, la limite de — est égale à e. 
L’inégalité (26) montre alors que pour les grandes valeurs de
n la valeur de la somme

ï’(l) J- T(2) H-------- p 2»

est moindre que 3,84 • e • nln.

§ 10. Comme dernière application nous considérons la 
fonction

00

s < L (29a)
n = 1

qui admet le développement1

1 Voir le mémoire de l'auteur: Démonstration de l’impossibilité du 
prolongement analytique de Lambert et des séries analogues. Bulletin de 
l’Académie Royale de Danemark, 1907.

2 Voir le mémoire de l’auteur cité § 9.

00

0(«) (29b)
n = Í

où 2’3(n) et T^n) indiquent combien il y a de diviseurs des 
formes &p — 3 et — 1 dans le nombre n (p est un nombre 
entier positif). Tous les coefficients de la série (29) sont 
positifs, ce que montre par exemple l’identité due à Jacobi

nous pouvons donc employer la limite supérieure (26). 
Lorsque s est réelle et positive on a l’expression2

</>(«) =  arctg y s , Q Ç (1 — s) Vs sinyZs . dy .
Is ' ~ Y 1 4~ 2s cosQyls s2 — 1

L’intégrale du secend membre tend vers zéro, quand s
tend vers l’unité; on a en effet

s2
cZ?/ / Z 2 \

<U+T’ <31>
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où â est une quantité positive quelconque aussi petite qu’on 
voudra, telle que |Zs| <_ d2, \ls\ < 2 (1 — s). Posons alors 
s ■■= 1—- dans l’équation (30) et (31); on a

Il suit alors de l’inégalité (32) qu’on a

1 \ 7T 4,24
w)<4w+i/^T

et, par suite, en vertu de l’expression (26),
k = n
£ ( 7'3 (k) - 7\ (4) ) < 1 - ‘ < 7 » 4

k = 1
Considérons la différence T3(ri)—2\(w) dans le cas où n 

est un entier impair. On démontre dans la théorie des nom­
bres que le nombre des décompositions différentes d’un entier 
impair en deux carrés est égale à

« ^3 (W) — 1
, 1ou a 2

suivant que n est un carré ou non.
L’équation (29 b) montre qu’on a

00

n = 1

Pour 2n — 1 congru à —1 (mod. 4) tous les coefficients 
de cette série sont égaux à zéro. Nous allons chercher une 
limite supérieure pour la somme

D. K. D. VID. SELSK. OVERS. 1912. 21 16
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fe = j (71 + 1)

1)-

fe = 1

7’1(2A-— l)| , n impair.

Il suit de l’équation (29 a) que
d>(—s) = 2 0 (s2) — ø(.s)

et par conséquent
^(s) = 2 0 (s) — 2ø(s2)

2 arctg w
Is

arctg s 
Is 1 _> jr 2 , (33)

où 7<1 est l’intégrale au second membre de l’équation (30) et 
K2 peut se former de celle-ci en remplaçant s par s2. Les 
intégrales et K2 convergent vers zéro pour s = 1 comme 
— pour n = œ. On a en outre
in

2 arctg Vs — arctg s = arctg i s 4- arctg ’-r—
1 -f- s Vs

En y posant s = 1 — - on voit que la différence du premier 

membre est inférieure à et tend vers pour w = co. Il 
suit alors de l’équation (33) qu’on a

où c est une quantité finie. En vertu de l’inégalité (26) on 
aura ainsi la limite supérieure

0-71
1 3,84
2’

0 — -) <4’‘ « + 4-
\ ’ in — 1

Nous terminons en faisant la remarque, relativement 
aux applications, que nous avons faitedu théorème du 
§ 6: que les limites supérieures obtenues à l’aide 
de ce théorème ne sont pas les valeurs moyennes des fonc­
tions numériques en question; les valeurs moyennes sont plus 
petites comme on le démontre dans la théorie des nombres. 
Mais Jes limites supérieures que nous avons obtenues sont 
par rapport à h du vrai ordre de grandeur en ce sens que 
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leurs rapports aux valeurs moyennes sont finis. Pour établir 
des limites supérieures, qui soient inférieures à celles, que 
nous avons obtenues, il faudrait faire une étude plus précise 
des intégrales que nous avons considérées et peut-être choisir 
la quantité p d’une manière plus convenable. Nous n’insisterons 
pas sur ce point; nous avons seulement voulu montrer qu’en 
employant notre théorème on arrive aux résultats qui par 
rapport à n sont du vrai ordre de grandeur.
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